Planche n° 9. Suites et séries d’intégrales. Corrigé

Exercice n° 1

1) a) Pour x réel positif et n entier naturel non nul, posons gn(x) = f(x) — f (x) = {

1
Montrons que pour tout x de [0, +oo[ et tout n de N*, [gn (x)| < "

e La fonction g, est définie et continue sur R™.

e Pour x 2 n, 0< gn(x) <e ™ =gn(n).

e La fonction g, est continue sur le segment [0, 1] et admet donc sur [0, n] un minimum et un maximum.

e La fonction gn a un minimum égal & 0 atteint en 0. En effet, on sait que pour tout réel u, e* > 14 u (inégalité de

X
convexité) et donc pour tout réel x de [0,n], e ™™ > 1— = > 0. Aprés élévation des deux membres de cette inégalité a
n

X n
Pexposant n (par croissance de t — t™ sur R"), on obtient e ™ > (1 — —) ou encore gn(x) = 0= gn(0).
n

n—1
e Etudions la fonction g, sur [0,n]. Pour x € [0,n], g/ (x) = —e ™~ + (1 — %) .(gh(n) est la dérivée a gauche de la

fonction gn en n, mais on peut montrer qu’en fait la fonction gy, est dérivable en n pour n > 1).
e Pour 0 < x < m, les inégalités précédentes sont strictes et la fonction gn /(o ) admet son maximum dans ]0,n]. De
plus, g/, (n) = —e™™ < 0 et puisque la fonction g, est de classe C' sur [0,n], sa dérivée g/, est strictement négative sur

un voisinage a gauche de n. La fonction g, est alors strictement décroissante sur ce voisinage et la fonction g, admet
nécessairement son maximum sur R* en un certain point x,, de ]J0,n[. En un tel point, puisque I'intervalle ]0, n[ est ouvert,

n—
on sait que la dérivée de la fonction gn, s’annule. L’égalité g/, (xn) = 0 fournit (] _ %) — e—*n ot donc
n —Xn
gnlxn) = e — (] - X_n) = (1 — (1 — X—n)) e =
n n n

Xne
En résumé, pour tout réel positif x, 0 < gn(x) < “T oll X, est un certain réel de ]0,n[.

e Pour u réel positif, posons h(u) = ue . La fonction h est dérivable sur R™ et pour u > 0, h/(u) = (1 —u)e . Par

1
suite, la fonction h admet un maximum en 1 égal a p On a montré que

Vx € [0,+oo[, Yn € N*, 0 < gn(x) < nie'

1
b) La fonction x — e " est continue sur [0, +00[ et négligeable devant — en +oo. Donc la fonction x +— e est

2
X
intégrable sur [0, +ool. Par suite, I existe dans R.

+o0
On est alors en droit d’espérer que I = lim J fr(x?) dx.
n—-+oo 0

La fonction x — f,(x?) est continue sur [0,4oo[ et nulle sur [\/n,+ool. Donc la fonction x +— fn(x?) est intégrable sur

+oo Vv x2 n
[0, +oo[. Pour n € N*, posons I,, = J fn(x?) dx :J (1 — I) dx.
0 0
Montrons que I, tend vers I quand n tend vers +oo.
v +o00 R 1 +o00 R 1 400 5
If(x?) — fn(x?)| dx+J e dx < vnx ——I—J e dx J e dx.

-Li<| _ 1.
" N ne N eﬁ N

0

Puisque la fonction x +— e " est intégrable sur [0, +ool, cette derniére expression tend vers 0 quand n tend vers +oo et

donc lim I, =1.
n—-+oo

Calcul de la limite de I,,. Soit n € N*. Les changements de variables x = wy/n puis 1 = cosv fournissent
/2

vn Xz n 1 n /
In:J (1—;) dx:\/ﬁj (1—u?) du:\/ﬁj sin®™ v dv = v Wani

0 0 0
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ot W, est la n-éme intégrale de WALLIS. On a déja vu (voir exercices math sup Planche n° 15, exercice n°10) que

T
h o~ — et donc
n—+oo \/ 21

T VT
In~\/ﬁ><2( ~—

n—+oo n+1) noteo 2

b
Finalement, I, tend vers % quand n tend vers +oo et donc

2
2) a) Soit x € [0, +ool. Pour n > x?, f,(x) = exp <nln <1 — %)) et donc f(x) = exp(—x? +o(1)). Ainsi, la suite

n—-+4oo

(fn)nen+ converge simplement sur Rt vers la fonction f : x — e
b) Chaque fonction f;,,, n € N*, est continue par morceaux sur [0, +o00[ et nulle au voisinage de +00. Donc chaque fonction

frn, n € N* est intégrable sur [0, +ool[.

1
La fonction f est continue sur [0, +oo[ et négligeable devant — quand x tend vers +oo. Donc la fonction f est intégrable

X
sur [0, +ool.

2
Soit n € N*. Par convexité de la fonction exponentielle, Yu € R, 1+u < e*. Par suite, Vx € [0, \/ﬁ], 01— % < e X/
2 n
puis par croissance de la fonction t — t™ sur R™, 0 < f(x) = (1 — —) < e X = f(x). D’autre part, pour x > /n,
frn(x) =0 < f(x). Finalement
.vn e N*, Wx € [0, +ool, [fn(x)] < f(x).

En résumé,
e chaque fonction f,,, 1 € N*  est continue par morceaux et intégrable sur [0, +ool,
e la suite de fonctions (f,,) converge simplement vers la fonction f sur [0, +o0o[ et la fonction f est continue sur [0, +ool.
e Vn € N*_ |[f,| < f, la fonction f étant intégrable sur [0, ool

“+oo

converge vers J f(x) dx. Ainsi,

+oo
D’aprés le théoréme de convergence dominée, la suite (J fr(x) dx)
0

0 neN*

+00 R vn 2\ ™
J e dx= lim J (1 — —) dx.
0 n—-+oo 0 n

P
Comme au 1), In =/nWoni1 ~ i, et de nouveau
n—-+oo 2

Exercice n° 2

t 1
La fonction f : t+— n I ] est définie sur ]0, 1[, négligeable devant ﬁ en 0 et prolongeable par continuité en 1 (en posant
f(1) = 1). Dong, la fonction f est intégrable sur 0, 11.
Int =
Pour tout réel t de 10,1, s Tl Z t"Int. Pour n € N et t €]0, 1[, posons f(t) = —t™ Int. Chaque fonction f;, est
n=0

continue et intégrable sur ]0, 1[ pour les mémes raisons que f.

Soit n € N. Soit ¢ €]0, 1[.

€ €

tn+1 1 m 1 £n+1 £n+1
= |— Int —— dt = — — Ine.
{ neln }E+J£n+1 M+1)2 m+1)2 n+1 ne

1 1 1
J fn (1) dt:J fo(t)dt=| —t"Intdt
£
1
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1 1
1
[fn(t)] dt = J fn(t) dt = ———. On note alors que la série de terme général

Quand ¢ tend vers 0, on obtient J . (n+1)2

0
1
J [fn(t)] dt, n € N, converge.
0
En résumé,
e chaque fonction f,,, 1 € N, est continue et intégrable sur ]0, 11,
e la série de fonctions de terme général f,, n € N, converge simplement vers la fonction f sur ]0, 1] et la fonction f

est continue sur ]0, +ool.
“+o0

+o0o
.y J [ (x)] dx < o0,

n=0

D’aprés un théoréme d’intégration terme a terme, (f est intégrable sur ]0,1[, la série numérique de terme général

1
J fr(x) dx, n € N*, converge) et

0
1 +o0o 1 “+oo 1 “+oo 1 7_[2
N N L
On a montré que
Exercice n° 3
1 1
Soit a > 0. La fonction x — T xa est continue sur le segment [0, 1] et donc I'intégrale J T xa dx existe.
0
Soit n € N.
1 1/ n n+1
1 _ya
J = dx:J (—xa)k dx—l—% dx
0 1 +x 0 k=0 ] +x
n 1 1 X(n+1)a
= Z(—])kJ x* dx + (=)™ J — dx
=0 0 0 ]+X
n
1k 1, ,(n+1)a
- Z ]( ]1 + (—1)“+]J X] — dx.
k=0 + ka 0 +x
1 x(+1a 1 xMm+1)a 1 xMm+1)a 1 1
De plus, |(—1)"+! J' dx| = J —— dx < J dx = —————. Comme ——— tend vers 0
o 1+x¢@ o 1+x¢@ o 140 1T+(n+1a T+(n+1a
1 X(n+1)a (_1)11
quand 1 tend vers +o0, il en est de méme de (—1)"+! J dx. Ceci montre que la série de terme général ,
o T+x@ 1+na

n € N, converge et que

Exercice n° 4

Pour x €]0,1], x * = e *"(X) ¢t donc lim+ x~* = 1. Donc si on pose Vx € [0,1], f(x) =

, T est une
x—0

1six=0

{ x % six €0, 1]

fonction continue sur le segment [0, 1] et donc intégrable sur le segment [0, 1].

+oo

—x1 n
Pour x €]0,1], x ¥ = e *In(x) = Z % Posons alors Vx € [0,1], fo(x) = 1 puis Yn € N* Vx € [0,1],
n=0 '
(—xIn(x))™ . 10, 1]
fn(x) = n! SIS La fonction fo est continue sur [0, 1] et pour n € N*, puisque —x1In(x) — 0, la

: x—0+
0six=0

fonction f,, est continue sur [0, 1]. En résumé, chaque fonction f,,, n € N, est continue sur [0, 1]. De plus,
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+oo

vx € [0,1], f(x) = ) fu(x).

n=0

Vérifions alors que la série de fonctions de terme général f,, converge normalement et donc uniformément vers f sur le
—xInx six €0, 1]

0six—0 . La fonction g est continue sur le segment [0, 1] et

segment [0, 1]. Pour x € [0, 1], posons g(x) = {

1 1
admet donc un maximum M sur ce segment. Pour x € [0,1], on a 0 < g(x) < M (on peut montrer que M = g (—) =-).

e e
. (g™ M . . B . .
Mais alors Vn € N, Vx €]0,1], [fn(x)| = ——— < — ce qui reste vrai pour x = 0. Comme la séric numérique de
n! n!
n

terme général —~ converge, on a montré que la série de fonctions de terme général f;, converge normalement et donc
n

uniformément vers f sur le segment [0, 1].
1
D’aprés le théoréme d’intégration terme & terme sur un segment, la série numérique de terme général J fn(x) dx, converge

0
et

1 +oo o1
J f(x) dx:ZJ f(x) dx ().

0 v

1
Pour n € N, posons [, = J frn(x) dx. Soit n € N. En posant u = —In(x) puis v = (n + 1)u, on obtient

0
1 0! 1 1 (+e°
I, = —J (—xInx)™ dx = —J (ue ™)™ x (—e ™ du) = _J ute—(M+Hu g4
_ 1 J*“vne_v g P+
ol Nt TRt )T T
1 +o0o 1 +oo 1
L’égalité (x) s’écrit alors L x X dx = Z W = Z e
n=0 n=1
L 1
—xlnx)" n(_nx)P
Remarque. Pour calculer I, = J % dx, on peut aussi s’intéresser plus généralement & J, , = J X(+X) dx
0 : !

que 'on calcule par récurrence grace a une intégration par parties.

Le travail qui précéde permet encore d’écrire

1 +oo .1 +oo
1 n 1"
Jxxdxzzjmdxz (=1
0 o mn! nn
n=0 n=1

+o0o

Exercice n° 5

X
Pour x > 0, posons f(x) = =

T f est continue sur ]0, +ool.

Ensuite, pour tout réel strictement positif x, on a 0 < e < 1 et donc

Xz Xze,X +o0 +oo +o0
_ _ XZefx § e WX — § x e*(nJr] Ix § Xzefnx-
ex—1 T—e*
n=0 n=0 n=1
2

Pour n € N* et x > 0, posons f,,(x) = x“e~™*. Chaque fonction f, n € N*  est continue et intégrable sur [0, +oo[ car

négligeable devant "3 quand x tend vers +o0o. En particulier, chaque fonction f,, n € N*  est intégrable sur ]0, +oo[. De

plus, pour n € N*,

e e 1 [t N
J ‘fn(x)‘ dX - J Xze_nx dX = —3 J ‘LLZC_u du = (—3) = —3’
0 0 n2 Jo n n
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qui est le terme général d’une série numérique convergente.

En résumé,
e chaque fonction f,,, 1 € N*, est continue et intégrable sur ]0, +ocol,
e la série de fonctions de terme général f,,, n € N*, converge simplement vers la fonction f sur ]0, 400l et la fonction f

est continue sur ]0, +ool.
+00 too

.y J [ (x)] dx < o0,

n=170

D’aprés un théoréme d’intégration terme a terme, f est intégrable sur ]0,+oo[, la série numérique de terme général

1
J fn(x) dx, n € N*, converge et

0
+oo +00 too roo
J f(x) dx—ZJ frn(x) dx:Z—3
0 n=10 n=1 n

On a montré que

Exercice n° 6
C’est presque le méme exercice que le n°5. Pour tout réel x > 0,
_ +oo +oo
X 2xe™
2xe Z e Inx — Z 2xe~ (ZnFlix,
n=0

shx 1—e2x
n=0

puis avec la méme démarche que dans ’exercice précédent

+oo x - +00 +ooz —(2n4T)x - +o00 2 +oo . - +o0 ZF(Z)
—dX—Z xXe dX—Zm ue du—Zm

0 shx n=0 0 n=0 0 n=0
A
4)6 " a4

Exercice n° 7

Inx
Ici, le plus simple est peut-étre de ne pas utiliser de théoréme d’intégration terme a terme. La fonction f : x — T2
X

1
est continue sur ]0, 1]. De plus, quand x tend vers 0, f(x) ~ Inx = o <—) On en déduit que f est intégrable sur
x—0+ x—0+ \/7_(
10, 1].

Soit n € N.

n (_‘I)n+1X2n+2 Inx

Inx
_ - k Zkl
14+ x? ];)( ) I+ 1+ x?

Maintenant, chacune des fonctions fx : x — (—=1)*x?*Inx, 0 < k < n, est intégrable sur ]0, 1] car continue sur ]0, 1]
(_1 )n+1X2n+2 Inx

14+ x2 est

1
et négligeable devant — quand x tend vers 0. On en déduit encore que la fonction gn : x —

Jx

n
intégrable sur 10, 1] car g, = f — Z fx. On a donc
k=0

1 n 1
Inx ”
vn € N, L T2 dx = kgzo(—U J

1T 1yn+1,2n+2
x**lnx dx+J' (=1 X > Inx dx.
0 1+X

0
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xInx
La fonction h : x — ——— dx est continue sur 10, 1] et prolongeable par continuité en 0. On en déduit que la fonction h

1+x
est bornée sur ]0, 1]. Soit M un majorant de la fonction |h| sur ]0, 1]. Pour tout entier naturel n, on a alors
1 12042 1 1
—1)nHIxsnt2 Inx xInx M
J( ) > - dx <Jx2“—n2 dngJ X2 dx = .
0 T+x 0 T+x 0 2n+1
1 (_])n+1X2n+2 Inx 1
En particulier, hIJIrl J T2 dx = 0. Ceci montre que la série numérique de terme général (—1)% J xZ¥nx dx,
n—+oo J, X 0
k € N, converge et que
—— dx = —1 x““Inx dx.
Jo 14 x2 Z( ) Jo "
k=0
2n+1

Soient 1 € N et ¢ €]0, 1[. Les deux fonctions x +— et x — Inx sont de classe C! sur le segment [e, 1]. On peut donc

2n+1
effectuer une intégration par parties et on obtient

J] XM Inx dx = {in—ﬁlnx]] - J] X2 dx:—szn—Hlns—i] (1—¢e2nth,
. 2n+1 . n+41) n+1 (2n+1)2

1
Quand ¢ tend vers 0, on obtient L x?MInx dx = —7(211 e Par suite,

f Inx dxf—f (—1)m
o T4+x2 7 n:0(2n+1)2'

Vérifions maintenant I'intégrabilité de la fonction f sur ]0, +o0ol. La fonction f est continue sur ]0, 400l et on sait déja que

Inx 1
f est intégrable sur ]0, 1]. De plus, x3/%f(x) o zx = 0 et donc f(x) =0 (3—/2) . Ceci montre que la fonction
x—-+00 X X—+oo X—-+o00 X

f est intégrable sur [1, 400l et finalement sur ]0, +-ocol.

T Inx

Pour calculer I = J 702 dx, la méthode précédente ne marche plus du tout car pour x > 1, x™ tend vers +o0o quand
0 X

1
n tend vers +o0. C’est une toute autre idée qui permet d’aller au bout. On pose u = — et on obtient
X

1
1n<—)
+oo 0 _ +oo
I:J' Inx dXZJ' u y du:_J Inu du— 1,

+Oo1+—2 0 ]—I—uz
u

et donc I =0.

1 +oo n+1 +o00
Inx (—=1)mn+ Inx
L1+x2 dx Z(Zn—l—])ze J T2 =0

n=0 0

Exercice n° 8

+o0o

= Z t". Maintenant, pour tout réel t € [0, x] et tout entier naturel
n=0

1) Soit x € [0, 1. Pour tout réel t de [0, x], on a

11—t
n, on a [t[™ < x™. Puisque la série numérique de terme général x™ converge, on en déduit que la série de fonctions de

terme général t — t™ converge normalement et donc uniformément sur le segment [0, x]. D’aprés le théoréme d’intégration
terme & terme sur un segment, on peut affirmer que

x .I +00 nx N “+oo XTH_] +ooxn
—In(1—x)=| ——dt= th dt = =y
n( x) L1—t T;J'O 11Z:()n+] —=n

Vi e 0,1, —In(1—1t) =
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2) Par suite, pour t €]0, 11,

(-t &t 'nt
t N n
n=1
In(t)In(1—t t"Tint
Pour t €]0, 1[, posons f(t) = % puis pour t €]0,1] et n € N*, posons f,(t) = —Tn.

1
Soit n € N*. La fonction f;, est continue sur ]0, 1] et négligeable devant — quand t tend vers 0. La fonction i, est donc

Vit
1

intégrable sur ]0, 1]. En particulier, la fonction f,, est intégrable sur ]0, 1[. Calculons alors J frn(t) dt.
0
n
Soit a €]0, 1[. Les deux fonctions t — — et t — —Int sont de classe C! sur le segment [a, 1]. On peut donc effectuer une

intégration par parties et on obtient

1 n 1 1 n
thInt 1 1 1
J (= Int) dt = [— - ] +—J T gr=2 na+—2(1—a“).
a no |, a n n

1 1

1 1
—t" TInt dt = — et donc J fn(t) dt = —. Puisque la fonction fy, est positive sur
n n

Quand a tend vers 0, on obtient J
0

0
1

1
Ifn(t) dt = = On en déduit que la série numérique de terme général J [T (t)| dt converge.
0

1

10,1[, on a encore J
0

En résumé,
e chaque fonction f,, est continue par morceaux et intégrable sur ]0, 1],
e la séries de fonctions de terme général f,, n € N*| converge simplement vers la fonction f sur ]0, 1[ et la fonction f

est continue sur ]0, 1],
“+oo

1
. Z J [fn(t)] dt < +oo.

n=1

D’apreés un théoréme d’intégration terme a terme,

1 +oo .1 -1 “+o00
In(t)In(1 —1t) B J —t"" 'Int . 1
L 3 dt—nZ:] — dt—§n3.

Exercice n°9

cos(xt)

Existence de l’intégrale. Soit x € R. La fonction f : t — est continue sur [0, +oo[. De plus, pour tout réel

cht
1 2
positif t, [f(t)] < T o ot te0 © <t_2) On en déduit que la fonction f est intégrable sur [0, +ool.

+oo
Pour tout réel x, J cos(xt) dt existe.
0 cht
Lo . n+1
Convergence de la série. Soit x € R. Pour n € N, posons u (x) = m Pour n € N,
() — 1 (x) = n+1 B n+3 C(2n4+D)((2n+3)2 +x2) — (2n+3)((2n + 1)2 +x2)
" YT )22 (2n+3)2+x2 (Zn+ 112 +x3)((2n+3)2 +x2)

202n 4 1)(2n +3) — 2x2
(2n+ 12 +x2)((2n+3)2 +x2)°

Puisque le numérateur de cette derniére expression tend vers +oco quand n tend vers 4oo, cette expression est positive

pour n grand. On en déduit que la suite (un(x)) décroit & partir d’un certain rang. D’autre part, lirf Un(x) =0.
n——+0oo

On en déduit que la série de terme général (—1)™uy, (x) converge en vertu du critére spécial aux séries alternées.
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2n+1

m converge.

Pour tout réel x, la série de terme général (—1)"

Egalité de I’intégrale et de la somme de la série. Soit n € N. Pour t €]0, +oo[, on a e~* €]0, 1] et donc

cos(xt)  2cos(xt)et = cos(xt)e—(2n+3)t
(ct) = (ct) = 2cos(xt)e Z Y2kt 4 (—1)nH! (xt)
cht 1+e2t — 14e 2t
n
cos(xt)e (2n+3)t
Z COS (xt)e (2Kt (_”nJr] (xt) -
14+ e 2t

Maintenant, pour chaque k € N, la fonction t — cos(xt)e” (2¥+1Dt est intégrable sur [0, 4oo[ car continue sur [0, +oo[
cos(xt)e (2n+3)t
n+1

14+e 2t est

1
et négligeable devant — quand t tend vers +oco. On en déduit encore que la fonction t — (-1

intégrable sur [0, +oo[ puis que

® cos(xt)e (Znt3)t

o0 cos(x = oo (2k+1)t [
—(2k+ n+
vn € N, L E: J cos(xt)e dt+(—1) L TPy dt.

dt =

(=1)

B || (e
nsuite,
0 1+ e 2t

+oo 1 +00 Log(xt)e— (2n+3)t
< J e (I3t gt = cetdonc lim (—1)™*! J (xt) 5
0 1+ e 2t

n—-+oo

dt‘

0
0 puis

+o00 —+o00

T cos(xt)
_ _ —(2n+1)t
Jo It dt =2 g (—nH" L cos(xt)e <™ dt.

n=0

Soit n € N.

+oo
1.Xt —(2n+1)t dt) — Re (J e(7(2n+1)+ix)t dt>
0

—(2n4+1)4ix)t 7T 1 ((Zna T )in)t
— (1= 1 —(2n ix
2n+1 +1x} Re<(2n+1)—ix< 500 ))

+oo
J cos(xt)e"#HDt dt = Re
0

— 0)

n—-+oo

) (car ‘e(—(2n+1)+ix)t e—(2n+1)t
2n+1 ) —ix

2n+1+1ix 2n+1
T2 2

(2n+1)2 +x2

On a enfin montré que

T cos(x 2n+1
d =2 n_
L Z (2n+1)% +x?
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